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THEORIE DES GROUPES. — Gfoupes a dualité de Poincaré de dimension 2. Note (*)
de Beno Eckmann et Peter Linnell, présentée par Jean-Pierre Serre.

On montre que le premier nombre de Betti d’un groupe a dualité de Poincaré de dimension 2 est > 0. Il en

résulte, en vertu d’un théoréme d’Eckmann-Miiller, que tout groupe ‘a dualité de Poincaré de dlmenswn 2 est
isomorphe au groupe fondamental d’une surface compacte (de genre = 1). .

GROUP THEORY. — Poincaré Duality Groups of Dimension 2.
It is proved that the ﬁrsi Betti number of a Poincaré duality group of dimension 2 is positive. ~ This implies, by

a'theorem of Eckmann-Miiller, that any Poincaré duality group of dimension two is isomorphic to the fundamental *

group of a closed surface (of positive genus).

1. INTRODUCTION. — Dans tout ce qui suit G des1gne un groupe ver1f1ant la dualité de
Poincaré de dimension 2 (PDz-groupe) orientable :

H‘(G A) =2 H,_(G; A),

pour tout ieZ et tout ZG-module A. Pour que G soit un PD?-groupe orientable il faut
et il suffit qu’il soit de type (FP) et que H(G; ZG) =0pour i # 2, H2(G; ZG)=Z avec
.G-opération triviale. Les groupes fondamentaux des surfaces compactes (orientables) de
‘genre = 1 sont des PD?-groupes (orientables). Dans Eckmann-Miiller [2] la réciproque,
pour le cas orientable et non-orientable, est démontrée sous l’hypothese supplémentaire
que le premier nombre de Betti ; du groupe est > 0..

2. MODULES PROJECTIFS DE TYPE FINI SUR ZG. — Pour un ZG module M notons rg Mle
rang du groupe abélien ZQg M

LemME 1. — Pour tout ZG-module M # 0, projectif et de type fini, le rang rg M est > Q.
Démonstration. — Soit ru le « rang de Hattori-Stallings » de M (voir [1], p. ex.); C’est une
combinaison linéaire finie des classes. de conjugaison © de G :

=X ry (’t) T.

Notons ry(x) le coefficient de la classe T de xeG. Si ry(x), x #1, est différent de 0, ;
I'élément x est conjugué a x? pour un nombre premier p et un entier n >0 (d’aprés -

Bass [1], théoréme 8.1 (b)). Comme G est sans torsion, il en résulte que x est contenu dans
un sous-groupe de G isomorphe 4 Z[1/p]. Or les sous-groupes de G sont soit des PD?-
groupes, soit libres (Strebel [3]). ,

Ainsi ry est concentré sur 1€ G, d’out rg M =ry(1). D’aprés le théoréme de Kaplansky
(voir [1], p. 184) appliqué a la ZG-matrice idempotente correspondant & M, hypothése
M # 0 entraine ry (1) > 0.

... 3. CaRACTERISTIQUE D'EULER. — Considérons la résolution projective sur ZG :

RO | 0P (ZG) 2G> 7,

ol P est projectif de type fini. En appliquant Homg (—, ZG) a cette suite et en tenant
compte. de H (G ZG)=H!(G; ZG) =0, H*(G; ZG)=Z on en déduit la suite exacte :

(2) | 7 CPF(ZG) e ZG <0,

avec P*=Homg (P, ZG) projectif de type fini. De (1) et (2) on tire:
PFPRIG=2ZGR®L,

'
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ol IG est le noyau de I'augmentation &, et L le noyau de Y. On a donc une surJectlon
(ZG)**! —» ZG @ L, et par conséquent une surjection ©: (ZG)?** — P*; soit K le noyau
de n. Comme K est projectif de type fini et % 0, on a rgK > 0 en vertu du Lemme 1, donc
rgP*<d.

Pour la caractéristique d’Euler de G la résolution (2) donne -

2 (G)=rgP*—d+1<1

D’autre part 4 (G)=2—f;, dou B; >0:

THEOREME 2. — Le premier nombre de Betti d'un PD2-groupe orientable est > 0.

‘Remarque 3. — D’aprés [2], p. 511 il s’ensuit que le méme résultat est valable pour un
PD2-groupe non-orientable. '

En vertu du résultat prmc:lpal de [2] on a fmalement le :

TueorEME 4. — Un groupe G verzf e la dualité de Pozncare de dimension 2 si et seulement

- §'il est isomorphe au groupe fondamental d'une surface compacte (de genre = 1).
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